Les onaelettes

L e développement des télécommunications rend de
plus en plus nécessaires des méthodes rapides et
économiques de compression de l'information : le
méme canal téléphonique doit véhiculer de plus en
plus de signaux, qui seront reconstitués avec des
exigences de qualité toujours croissantes; un défi
technologique analogue apparait pour la télévision
haute définition. La nécessité de disposer d’algorithmes
de compression se présente également en traitement
du signal. Analyser, c’est pouvoir dégager 'information
essentielle contenue dans un signal, par exemple les
structures caractéristiques ; cela permet ensuite de
comprimer, c'est-3-dire de reconstruire le signal en ne
gardant que l'information essentielle et en éliminant
l'information accessoire.

Une technique fondamentale pour l'analyse et la
compression consiste a représenter le signal comme
superposition par addition de quelques fonctions de
base. Des 1747, d’Alembert montra que I'équation
d'une corde vibrante se simplifie considérablement si
'on écrit les vibrations comme superposition de
sinusoides de différentes amplitudes et dont les
fréquences sont toutes multiples d’une fréquence
fondamentale. Cette méthode de décomposition fut
généralisée en 1807 par Joseph Fourier et s'applique
a l'étude de nombreux problemes physiques (propa-
gation de la chaleur, propagation des ondes, etc.).
Malgré son immense succés dans des domaines trés
divers, cette technique a plusieurs défauts, le plus
évident étant son manque de localisation. En effet,
I'analyse de Fourier permet de connaitre les différentes
fréquences excitées dans un signal, c'esta-dire son
spectre, mais ne permet pas de savoir & quels instants
ces fréquences ont été émises : elle donne une
information spectrale globale et non locale, car les
fonctions d’analyse utilisées sont des sinusoides qui
oscillent indéfiniment sans s’amortir (doc. 1a). Cette
perte de localité n'est pas un handicap pour analyser
et comprimer des signaux dont la structure n'évolue
pas ou peu (signaux statistiquement stationnaires), mais
devient par contre un probléeme pour I'étude des
phénoménes non stationnaires.

Une fagon d’éviter ce handicap est de localiser les
sinusoides en les multipliant par des fonctions bien
localisées (doc. 1b). On obtient ainsi l'analyse de
Fourier a fenétre glissante, ou analyse temps-fréquence,
car on décompose le signal sur des fonctions ayant cette
double localisation a la fois temporelle et fréquentielle.
Des versions adaptatives de ces bases de fonctions ont
été introduites récemment. On se donne la latitude de
choisir la taille de la fenétre avec laquelle on multiplie
les sinusoides, celle-ci pouvant varier suivant I'endroit
ol I'on se trouve dans le signal de facon & s’adapter
au mieux au rythme des variations de celui-ci. On
construit ainsi une base « adaptée » au signal,
c'est-a-dire une base qui permet de décomposer ce
dernier avec un nombre minimal de coefficients
significatifs (non négligeables) et permet donc d’obtenir
des taux de compression importants, variables selon le
type de signal.

Les ondelettes constituent un systeme de fonctions
un peu différent : I'analyse réalisée n'est plus du type
temps-fréquence mais temps-échelle. Pour cela, on part
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d'une fonction bien localisée en temps et constituée
seulement de quelques oscillations. On décompose
ensuite le signal sur les fonctions obtenues par une
translation et une dilatation effectuées a partir de
I'ondelette de base. De telles décompositions sont
particulitrement adaptées a I'étude de phénomenes ot
plusieurs échelles entrent en jeu et interagissent. A titre
d’exemples, citons les fonctions de type fractal, qui
possédent une autosimilarité exacte ou statistique
lorsqu’on les analyse a différentes échelles (» Les objets
fractals, p. 191), citons I'étude de la turbulence (qui met
en jeu des interactions entre un grand nombre
d’échelles), ou encore la répartition des galaxies dans
I'Univers (pour laquelle on cherche & dégager une
hiérarchie de structures). On dispose aujourd’hui
d'algorithmes numériques (» La calculabilité et ses limites,
p. 216) extrémement performants qui permettent
de passer d'un signal a sa décomposition en onde-
lettes et réciproquement. Une extension récente des
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Exemples de fonctions analysatrices.
Une sinusoide (@) oscille indéfiniment.
Line analyse de Fourier & fenétre (b) est
une sinusoile multipliée par une forme
fixe (en pointiflé rougel; a haute
fréquence (en haut), la fonction
comporte beaucoup d'oscillations. Line
ondelette (c), quelle que soit sa

fréguence, comporte toujours le méme
nombre d'ascillations.

d'ondelettes comme un analogue de la notation musicale.

Analogie avec la notation musicale

A titre d’exemple, considérons le cas de la musique. Pour représenter un son, trois paramétres
sont essentiels : sa fréquence, son instant d’émission et sa durée. L'analyse de Fourier ne donne
accés qu'au premier paramétre : la fréquence. L'analyse en ondelettes permet de connaitre les
deux derniers paramétres, 2 savoir l'instant d’émission et la durée du son; par contre, étant
une analyse temps-échelle, elle ne donne qu'une information sur l'ordre de grandeur de la
fréquence qui correspond 4 l'inverse de I'échelle de 'ondelette. L'analyse de Fourier & fenétre
glissante permet d’avoir accés aux trois parametres, mais l'instant et la durée d’'émission ne
sont alors connus qu'avec une précision égale  la taille de la fenétre. L'utilisation de fenétres
adaptatives permet d'améliorer autant que I'on veut cette précision, mais sans pouvoir toutefois
analyser un accord dont les notes seraient de durées différentes, ce qui est par contre possible
en ondelettes. En conclusion, on peut intuitivement voir la représentation en coefficients




ondelettes est la technique de décomposition en paquets
d’'ondelettes qui, de fagon analogue 2 ce que nous
venons de dire pour l'analyse de Fourier a fenétre

adaptative, permet d’obtenir la base adaptée au signal,
Analyse en ondelettes d'un signal P ' P P &
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riode. On représente le signal &  compression importants.

analyser (3), le mocul (b) et la phase (c) En mathématiques également, les ondelettes sont de
des coefficients d'ondelettes (calcw! | 1 siles» ci la dé e d’opé
effectué par Romain Murenzi, ~ Plus en plus utiles; citons la décomposition d’opéra-
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b- le module des coefficients d'ondelettes

position

— 5,000 000 — 2,500 000 0.000 000 2,500 000 5,000 000 N =
‘ | | 1 | | Analyse en ondelettes d'un champ turbulent & deux dimensions :

T & mayenne échelle. On superpose sur la méme représentation : le champ
0,825 782 a analyser, représenté en perspective; le module des coefficients
d'ondelettes, représente en cowleurs | Ia phase des coefficients d'ondeletles,

0,078 125

echalle

0158.290 fi5a4004 représentée par les isolignes blanches (calcul effectué par Marie Farge,
0.234 375 0.802 346 Fcole normale su,c_rénbum. Paris, et visualisation réalisée en _coffaborafr‘m
avec Jean-Frangois Colonna au Lactamme, Ecole polytechnique).
0,312 500 0,740 628
0,390 625 0,678 910
0,468 750 0.617 192 | processus aléatoires ou 'analyse numérique des équa-
| s AR tions aux denyees p;ruelles issues de la physaqule. En
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et les opérateurs qui les transforment ont, ici encore,
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. conclusion, ondelettes, paquets d'ondelettes ou dé-
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1171 875 0,061 731 nombreux domaines d’application, car ils fournissent

de nouveaux outils d’analyse, & la fois plus riches et
plus souples que ceux dont on disposait jusqu’alors.
Ils permettent, en particulier, d’accéder a la structure
fréquentielle locale, d'étudier les interactions entre
position phénomenes mettant en jeu différentes échelles et de
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