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SIMULATION NUMERIQUE DU REGIME 
THERMOHYDRAULIQUE TRANSITOIRE D’UN JET 

BIDIMENSIONNEL INJECTE DANS UNE CAVITE 
RECTANGULAIRE 

Laboratoire de Thermique du Conservatoire National des Arts-et-Metiers, 
292 rue Saint-Martin, 75 141 Paris Cedex 03, France 

(Rem le 15 dPcembre 1980) 

RbumC-Un modile numerique bidimensionnel permet de simmer le comportement transitoire d’un 
Ccoulement laminaire dans une cavitt rectangulaire avec injection horizontale de fluide chaud a la partie 
superieure et extraction a la partie inferieure. On suit I’ivolution des champs de vitesse et de temperature 
depuis I’instant initial ou le fluide est au repos jusqu’a I’etablissement du regime permanent. Les equations 
paraboliques de transport de la vorticiti et de I’tnergie sont risolues en utilisant la mtthode des directions 
alternees, tandis que I’equation de Poisson, donnant les valeurs de la fonction courant, est integree par la 
mtthode de surrelaxation. Bien que le nombre de Rayleigh caracteristique soit faible, I’tvolution du champ 
dynamique est tres differente de celle observee pour le cas isotherme comme le montre une comparaison entre 

les deux cas. 

NOMENCLATURE Indices superieurs 

a, diffusivite thermique; 

A, B, C, D,coefficients constants; 

e, largeur de l’entree et de la sortie; 

L, hauteur de la cavite; 

n, normale unitaire exterieure; 

Pe, uy: L/a, nombre de P&let ; 

Pr, v/a, nombre de Prandtl; 

Ra, 9BL3(T - To)lv2, nombre de Rayleigh ; 

Re, u,L/v, nombre de Reynolds; 

4 temps ; 
L’, (u, D), vitesse; 

X, (XI, y), coordonnees cartesiennes. 

Symboles grecs 

P7 coefficient de dilatation volumique; 

‘i,P>b 

*t ’ 

variables muettes ; 
fonction de courant ; 

V, viscosite cinematique; 

w, coefficient de sous-relaxation ; 
a, vorticite. 

Indices inferieurs 

, variable dimensionnelle; 

n, indice temporel; 
n + l/2, evolution temporelle sur un demi-pas de 

temps ; 
n + 1, evolution temporelle sur un pas de temps. 

DE NOMRREUX problimes de mecaniques des fluides et 
de thermique ne peuvent etre resolus a l’aide des 

methodes analytiques classiques. Seul le recours a 
l’ordinateur permet de traiter les systtmes d’tquations 
aux derivees partielles que l’on rencontre dans ce type 
de probltme. La principale difficulte qui se prtsente 

alors est lice a la proprittt caracteristique des fluides 
qui est leur mobilite, et l’on doit veiller a eviter 
l’apparition d’erreurs et d’instabilitts d’origine nume- 

rique inhtrentes a la discretisation des termes convec- 
tifs. Cet inconvenient reste toutefois controlable, a 
condition de limiter l’etude au seul regime laminaire et 
de choisir un schema numtrique ainsi que des pas 
d’espace et de temps adequats. On a choisi d’etudier 
l’evolution dun jet injecte dans une cavite rectangu- 
laire, l’injection se faisant juste endessous de la paroi 
suptrieure et l’extraction le long de la paroi inferieure. 
Cette configuration correspond, par exemple, a un 
reservoir d’eau chaude ou a la partie inferieure d’un 
bassin solaire a absorbeur flottant [l, 23. Voulant 
limiter la simulation au seul cas du regime laminaire, il 
s’avere important de connaitre le nombre de Reynolds 
critique de l’tcoulement considere. Plusieurs travaux 
anciens ont ttt consacres a la determination de ce 
nombre pour le jet libre bidimensionnel, mais leurs 

0, 
CT 
CR, 
DT, 
DQ, 
E, 
iA 
inf, 
4 
max, 

P* 

p+ 1, 
SUP, 

valeur initiale; 
convection thermique; 
convection de quantite de mouvement ; 
diffusion thermique; 
diffusion de quantite de mouvement ; 
entree; 
indices spatiaux du maillage; 
inferieur ; 
maille ; 
maximum ; 
paroi ; 

I. INTRODUCTION 

point inferieur au contact avec la paroi; conclusions divergent. D’aprb certains auteurs le 
superieur. nombre de Reynolds critique (construit sur la largeur 
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du jet) serait lgal g 30 [3-S], d’aprks d’autres il serait 
inftrieur B cette valeur [6, 71, et quelques-uns enfin le 

trouvent sup&ieur [8]. Conscient que le cas ltudiC ici est 
sensiblement diffkrent, car il s’agit d’un jet confink 
prCsentant un important frottement pariltal, on retien- 
dra, B dtfaut de mesures explrimentales plus splci- 

fiques, la valeur 30 comme ordre de grandeur. 
Plusieurs auteurs ont dkja Ctudit le cas du jet B l’aide 

de mlthodes numtriques. Ainsi Grant [9] a-t-il rCsolu 
les Cquations du mouvement du jet libre axisymktrique 
isotherme en utilisant le schCma explicite de Leith. 

Ensuite Peyret [lo] a trait6 le cas du jet bidimension- 
nel, inject& dans la partie centrale d’un rCservoir 
thermiquement strati% ayant une surface libre, g l’aide 
du schCma implicite de Crank-Nicolson,en se limitant 
toutefois a i’Ctude des seuls premiers instants. Ober- 
kampf et Crow [l I] ont repris sensiblement le mime 
problkme, mais en considkrant cette fois I’injection 
effectule au niveau de la surface libre; pour la rtsolu- 
tion ils emploient la mCthode des directions alternCes, 
apr& avoir discrttisl les termes convectifs dans un 
schCma aux diffkrences amont, ce qui, compte tenu des 

vitesses et des maillages utilisls, induit une importante 
viscositC numCrique qui risque alors de masquer les 
ph&omines physiques. Enfin Cabelli [ 121 a ttudiC le 
cas d’un rCservoir de stockage carrC, ayant deux 
entrCes d’eau chaude, verticales ou horizontales, et 
deux sorties sit&es sur la paroi opposCe ; il emploie la 
mCthode des directions alternCes, avec un schCma aux 
diffkrences centrles, mais ne s’intlresse qu’au dtbut de 
I’Cvolution transitoire. 

L’originalitC du travail prCsente ici Gent aux points 

suivants 
(1) Le jet est inject& et extrait trZs prets des parois 

horizontales, d’oti une instabilitk importante due au 

frottement pariltal. 
(2) Le fluide est au repos et i une certaine temptra- 

ture B l’instant initial, puis le jet est brusquement t+tabli i 

la vitesse nominale et B une tempbrature igale (cas 

isotherme) ou plus ClevCe (cas non isotherme), ce qui 
donne lieu g d’importantes discontinuitCs, s’accom- 
pagnant de forts gradients au niveau de I’entrCe et 

de la sortie. 
(3) L’Cvolution de I’lcoulement dans la cavitt est 

Ctudike jusqu’g I’Ctablissement du rCgime permanent, 
c’est-&dire sur des temps trt% longs. 

c sup 

2. FORMULATION MATHEMATIQUE 

2.1. Hypothkes 
La cavitC et le jet sont bidimensionnels. Le fluide est 

newtonien et incompressible. Ses propriCtCs sont sup- 
posCes constantes, g I’exception de la densitC dans le 
terme de force d’Archim&de qui varie 1inCairement avec 
la tempkrature (approximation de Boussinesq). 
L’tnergie de dissipation visqueuse est nlgligeable. On 
suppose les parois de la cavitt adiabatiques avec des 
conditions d’adherence. 

2.2. Equations 
La conservation de la masse est exprimCe par 

I’Cquation de continuitk, la conservation de l’bnergie 
par I’tquation de la chaleur et la conservation de la 
quantitt de mouvement par les Cquations de 
Navier-Stokes, considCrles dans un rep&e cartCsien & 
deux dimensions. La direction de I’axe vertical est 

opposCe B celle de la pesanteur (Fig. 1). Pour les 
problemes bidimensionnels il est pratique d’Climiner 
les termes de pression en introduisant la fonction de 
courant qui satisfait I’Cquation de continuitC 

, a*’ a*’ 
u =ay’ 

L”= __. 

ad 

De mime est introduite la vorticitC 

Pour rendre adimensionnelles ces Cquations on utilise 
la transformation suivante 

(-% Y) = (-x’, Y’)/L 

t = at’/L” 

T’ - TO 
T=---- 

T;; - TO 

(3) 

ce qui donne les Cquations rCduites 

dT 
-=v2T 
dt 

dQ 
- = PrRag + PrV2R 
dt 

R= -v2*. (6) 

_Parols adlabatiques 

FK.. I. Systime de coordonnles employ6 
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Ce system d’kquations aux dkrivtes partielles, 

particulitrement difficiles $ intkgrer en raison de la 
non-IinCaritC des termes convectifs et des couplages 
entre les Cquations (4) et (5) ainsi que (5) et (6), ne peut 
ktre rksolu que numtriquement. 

2.3. Conditions initides et aux limites 
A l’instant initial le fluide est au repos, & tempkrature 

rkduite nulle. On a done 

T(t,) = 0 (7) 

cqt,) = 0 (8) 

U&J = u(t()) = 0. (9) 

Les conditions aux limites thermiques sont dktermi- 
nCes en considlrant d’une part l’adiabaticitk des 
parois, on obtient alors la condition de Neumann 

E =o 
au P 

(10) 

et d’autre part la tempkrature donnCe du jet g l’entrke 
(condition de Dirichlet): 

T,= 1. (11) 

Les conditions aux limites A prendre en compte pour la 
fonction de courant rtsultent de l’intirgration des 
Cquations (1). Utilisant les conditions d’adhlrence aux 
parois et l’uniformitk de la rtpartition des vitesses 
d’injection et d’extraction, on obtient 

*=o sur le contour CSvp (cf. Fig. 1) 

(l2a) 

II/ = Pe,e 

*E = Pe& - YE) 

II/, = WY - Y,) 

sur le contour Cinl (cf. Fig. I) 

(l2b) 

B l’entrte (12c) 

g la sortie. (l2d) 

Sur le plan mathkmatique, l’association des conditions 
(7), (9)-(12) avec l’kquation de convection (4), de type 
parabolique, et avec l’tquation de la fonction de 
courant (6), de type elliptique, conduit & un probkme, 
en g&k-al, bien posC. En effet, l’kquation parabolique 
posdde une condition initiale et des conditions aux 
limites (de Neumann et de Dirichlet), tandis que 
l’tquation elliptique est associte B des conditions de 
Dirichlet sur un contour fermk. 

Par contre pour le champ de vorticitk, les conditions 
aux limites ne sont pas rigoureusement connues. Cette 
lacune, spkcifique au traitement en R 1(1, est due au fait 
que la vorticitt, c&e par l’adhtrence pariktale, dCpend 

Cgalement du champ de vitesse au voisinage des parois. 
La vorticitt est done tvaluke B l’aide d’un dkveloppe- 
ment de Taylor de la fonction de courant au voisinage 
de la paroi [13]. II n’est alors pas certain que le 
problkme en Q soit bien post, au sens mathkmatique, 
puisque ne sont pas associkes g l’kquation du mouve- 
ment (5), de type parabolique, des conditions aux 
limites classiques de Dirichlet ou de Neumann. De 
plus, si l’on note que, pour des vitesses d’injection 

ClevCes, les termes de diffusion de l’kquation de convec- 

tion et de celle du mouvement peuvent localement 
devenir nkgligeables devant les termes de transport, 
leur confkrant ainsi une tendance hyperbolique incom- 

patible avec les conditions de Neumann, on mesure 
toute la difficultk qu’il y a, dans le cadre des mathkma- 
tiques connues, g garantir l’existence et l’unicitt des 
solutions. Cette dernikre remarque va dans le sens 

d’une limitation de notre Ctude au seul cas de faibles 

nombres de Reynolds. 

3. RESOLUTION NUMERIQUE 

La discrktisation est obtenue par la mkthode des 
diffkrences finies qui se p&e aiskment g la forme de la 
cavitt‘ que l’on considkre ici. 

3.1. Equations paruboliques 
Les formes discrktes des Cquations (4) et (5) sont 

rksolues par la mkthode des directions alternkes pro- 

posCe par Peaceman et Rachford [ 141 et utiliske depuis 
par de nombreux auteurs [ll, 15-171. Cette mkthode 
est consistante pour les solutions transitoires, ce qui 
n’est pas le cas des mkthodes Sratives. Elle reste 

stable jusqu’g des pas de temps importants, pour 
lesquels les mtthodes explicites divergent, el prtsente 
kgalement l’avantage d’aboutir g des systkmes i ma- 

trite tridiggonale, et non pentadiagonale comme c’est le 
cas avec les mkthodes implicites pures. Pour rksoudre 
ce systkme a matrice tridiagonale on emploie une 
technique dCrivCe de la mkthode d’llimination de 
Gauss. Le d&tail du traitement des lquations disc&es 
par la mkthode des directions alternkes est donnt en 

annexe. 
La discktisation des termes non linkaires de convec- 

tion joue un r8le dkterminant sur la prtcision et la 
stabiliti: du calcul. PrCfkrant sauvegarder une bonne 

prkcision au prix d’une stabilitt: moindre, on a Ccartk le 
schkma aux diffkrences amont, qui, pour le cas trait6 
ici, obligerait ti prendre des maillages beaucoup trop 
fins afin de maintenir la viscositk numtrique uAx/Z du 
mime ordre de grandeur que la viscositk cinkmatique. 
On a done choisi une discrktisation aux dilkences 
centrkes dont la prkcision est meilleure, mais qui 
prksente par contre un risque d’erreurs de phase 
donnant lieu & des oscillations parasites dans les 
rkgions oti la fonction subit une brusque variation 
[18]. La rksolution d’un problkme Cvolutif bidimen- 
sionnel, discrCtisC aux diffkences centrkes, par la 
mkthode des directions alter&es donne une precision 
en O(A?), O(AJ’) et O(At). 

D’aprZs l’analyse de Von Neumann [13], la m&h- 
ode des directions alter&es est localement stable pour 
les probkmes linkaires. La stabilitk n’est pas assurke 
ici car on doit tenir compte de l’incidence des termes 
non linkaires, ainsi-que des conditions aux limites. En 
prenant en compte ces dernikres, Roux et al. [19, 201 
ont Ctabli un critkre de stabilite pour le probkme de 
transport-diffusion dans une cavitk fermke, discrktisi 
aux diffkences centkes et r&olu par la mkthode des 
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directions alternees. Toutefois celui-ci n’est pas rigou- 
reusement applicable ici, car on a des conditions aux 
limites differentes, et en particulier de forts gradients a 
l’entree et a la sortie, sources supplementaires d’insta- 
bilite. I1 semble preferable, a defaut d’un critere 
theorique adapte, d’etudier empiriquement la stabilite 
et la convergence du modele en faisant varier le pas de 
temps, afin d’etablir sa valeur optimale. Pour le choix 
du pas d’espace, differents auteurs [13, 17,21,22] ont 
propose le critire suivant, qui peut s’interpreter 
comme une comparaison entre les temps de convec- 
tion et de diffusion (de quantite de mouvement t,, et de 
chaleur t, ) a I’echelle de la maille [ 181 

Pe,=f”?.<2 soit*.uGz 
t,‘T 4nlLx 

dans le cas non isotherme si Pr 3 1 

Re, = 2 < 2 soit Au < L 
aIll,, 

(13a) 

dans le cas isotherme et dans celui non isotherme si 

Pr < 1 (13b) 

u mllX z u,/lO &ant la vitesse maximale a l’interieur de 
la cavitt. La valeur 2, donnee ici comme borne 
superieure, (et non pas 4 comme c’est le cas habituelle- 
ment pour les problemes bidimensionnels) est a consi- 
derer en liaison avec la methode des directions alter- 
trees, pour laquelle, a chaque demi-Ctape temporelle, 
on est en fait ramene a un probltme monodimension- 

nel [17]. 

3.2. Equation elliptique 
Pour rtsoudre I’equation elliptique (6) discretisee 

dans un schema a cinq points [23], on prefere recourir 
aux methodes iteratives qui necessitent moins de place 
en memoire que les methodes directes, au prix toutefois 
dun temps de calcul un peu plus long. Parmi-celles-ci 
on choisit la methode de surrelaxation, et on emploie 
la formule de Frankel[24] pour calculer le parametre 
optimal de surrelaxation. On obtient ainsi une preci- 

sion en 0(Ax2) et O(A$). 
Cette mtthode ntcessite une initialisation interne 

des valeurs de la fonction de courant. Le champ calcult 
prealablement convient mais n’est pas accessible au 

tout premier pas de calcul od une initialisation spici- 

fique doit alors etre envisagee Deux techniques ont ete 
comparees. La premiere, obtenue par integration des 
equations (l), en tenant compte des conditions d’adhe- 
rence aux parois, donne une fonction de courant nulle 
dans tout le domaine. La seconde technique consiste a 
calculer le champ initial en integrant I’tquation de 
Laplace associte aux conditions aux limites (12), 
comme si un Ccoulement de fluide parfait etait pre- 
ttabli. Cette difference manifeste entre les deux in- 
itialisations, due a I’approximation effectuee lors du 
calcul de la vorticite parietale, n’influence de facon 
significative les r&hats que jusqu’au quatrieme pas 
de calcul, ce qui reste acceptable compte tenu de la 

petitesse des pas de temps utihsis. 

3.3. Conditions au-x- limites 
Comme on l’a vu dans la premiere partie, la 

temperature parietale est donnee par une condition de 
Neumann et, au lieu d’utiliser, comme on le fait 

souvent, des points symetriques par rapport a la paroi, 
ce qui oblige a recourir a un maillage decal& on pose 

tout simplement 

T, = T,+l (14) 

condition au premier ordre, acceptable dans la mesure 
ou Ton neglige la capacite thermique de la maille au 

contact de la paroi. 
Seule la vorticite parietale (entree et sortie incluses) 

pose un probleme, car elle ne peut etre Cvaluee que par 
un developpement en serie de Taylor de la fonction de 
courant a la paroi, soit au premier ordre l’algorithme 

de Thorn [25] 

* 
P 

= 2($P - ip+l) + O@,*) 

2An2 
(15a) 

ou au second ordre I’algorithme de Woods [26] 

n 
P 

= 3w, - i,+1) + Qp+l 

An2 
2 + O(An2). (15b) 

D’autres algorithmes ont ete proposes par Jensen [27], 
Pearson [28, 291 et Barrett [30]. Une bonne evalua- 
tion de la vorticite parietale est cruciale pour Tissue 
favorable du calcul en 0 $, car elle joue un role 
determinant quant a la stabilite des resultats. 11 est 
done recommande de tester plusieurs algorithmes 

avant d’arreter son choix, ce qui, dans le cas traite ici, 
conduit a retenir I’algorithme de Thorn, plus stable 
pour les nombres de Reynolds Cleves. 

On a pu encore ameliorer la stabihte du modele en 
compensant le decalage temporel grace a une sousre- 
laxation de la vorticite parietale a chaque demi-ttape 
temporelle, soit 

R;+‘2=wq-(1-w)R;+r2 den B n+1/2 

(16a) 

et 
Q”” 

P =wR”,+‘2-(l-w)R~+1 den+1/2an+l 

(16b) 
avec w = 0,6. 

4. APPLICATIONS 

4.1. Choix des paramktres physiques 
Le modele numtrique que Ton vient de presenter a 

tte applique a I’etude dun reservoir d’eau a 60°C 
(Pr =3,125), I’eau &ant inject& soit a la meme tempera- 
ture (cas isotherme), soit a une temperature legerement 
plus elevte (cas non isotherme) que celle de I’eau 
contenue dans le reservoir. On a choisi un bassin de 
stockage d’allongement 3, et les totes precisant la 
position ainsi-que la largeur de I’entrte et de la sortie, 
sont indiquees sur la Fig. 2. Compte tenu de la limite de 
stabilite du regime laminaire (se reporter a I’introduc- 
tion), les vitesses d’injection Ctudides restent faibles. 

On prtsentera successivement les cas Re, = 300 et 
Re, = 600 (nombres de Reynolds construits sur la 
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FK;. 2. Maillage employt 

hauteur de la cavitk), valeurs qui correspondent g des 
nombres de Reynolds de jet* respectivement de 15 et 
30. Toutefois dans le cas isotherme, on a pu mener les 
calculs jusqu’g Re, = 1200 sans observer d’instabilitk 
de l’tcoulement B 1’Ctat permanent. I1 est done trks 
probable que, pour I’Ccoulement ltudiC ici, le nombre 
de Reynolds de jet* critique soit supirieur ti 60 dans 
le cas isotherme. 

Pour le cas non isotherme, afin de rester dans les 
limites de stabilite du schCma numCrique, utilist avec 
des maillages aussi peu serrCs que possible pour limiter 
le temps de calcul, on choisit Ra = 0,3. 106, ce qui 
ividemment correspondent B des &carts de temptra- 
ture extr&mement faibles. 

4.2. Tests 
Ce modirle numCrique a & tests? $ partir de rtsultats 

pub1iCs par d’autres auteurs, relatifs $ des configura- 
tions assez voisines de celle CtudiCe ici. Ainsi a-t-on 
retrouvt les rCsu1tats de Lauriat [31] concernant 
I’Ctude de la convection naturelle dans une enceinte 
carrle dont une des parois verticales est chaude et 
l’autre froide (Pr = 0,7 et Ra = 5000), et ceux de 
Cabelli [12] dicrivant l’icoulement d’un jet chaud 
inject6 dans une cavitt carrCe contenant de l’eau froide 
(Pr = 2 et Re, = 100) en nt+gligeant toutefois les forces 
d’Archimede, soit Ra = 0. Ces tests sont cependant 
insuftisants pour garantir la validitl du calcul dans la 
configuration et avec les parametres physiques propres 
au probKme traitl ici. 11 a done Itl nCcessaire de tester 
la convergence du schCma numCrique dans ce cas, ce 
qui a permis Cgalement d’optimiser les valeurs des pas 
d’espace et de temps. 

On a ttabli, en utilisant le critere mention& prtd- 
demment (13), que les trois premiers cas Ra = 0 et Re, 
=300, Ra=O et Re,=600, Ra=0,3.106 et Re,=300, 
doivent e^tre trait& dans un maillage 21 x 21, 
l’injection se faisant alors sur une seule maille, tandis 
que le quatrieme cas Ra = 0,3.106 et Re, = 600 doit 
e*tre r&olu avec un maillage 41 x 41, l’injection se 
faisant alors sur deux mailles. On a d’ailleurs 
veYifiC que ce dernier cas, trait6 en maillage 21 x 21 
prCsentait des instabilitds numCriques de type ‘over- 
shoot’, caract&isBes par l’apparition de pseudo- 
sources de chaleur ; celles-ci sont dues aux erreurs de 

* Nombre de Reynolds construit sur la largeur de l’entrb. 

phases inh6rentes g la discrCtisation aux diffkrences 
centrCes du second ordre ainsi qu’aux erreurs de 
repliement (‘aliasing errors’) [18]. La convergence de 
chaque cas a CtC CvaluCe empiriquement en testant une 
dizaine de valeurs du pas de temps rCduit, comprises 
entre 0,s. 10m2 et 0,3. 10e5, et ce, & deux instants 
rCduits diffbrents 1 = 0,Ol et t = 0,03. A titre d’exemple 
on prCsente les courbes de convergence pour Ra = 0 et 
Re, = 600 (Fig. 3). A I’aide de ces courbes on Cvalue les 
pas de temps optimaux, ceux-ci s’allongeant progressi- 
vement au tours du temps a mesure que 1Vcoulement 
se stabilise (Tableau 1). Seul le cas Ra = 0,3.106 et 
Re, = 600, traitC en maillage 41 x 41, n’a pu faire l’objet 
d’un test de convergence exhaustif car le cot% en aurait 
CtC prohibitif. Aussi a-t-on choisi approximativement 
le pas de temps At = 0,l. lo-’ pour l’ensemble du 
calcul, pas probablement un peu grand pour rendre 
compte parfaitement des premiers instants, mais tout- 
&fait acceptable par la suite. 

Les calculs ont ttC effect& sur un calculateur IBM 
370-168; ils ont demand6 en moyenne un temps de 
calcul par pas de temps de 0,13 s pour le maillage 
21 x 21 et 0,3Os pour le maillage 41 x 41. 

4.3. RQsultats 
Afin de faciliter les comparaisons, les rCsultats sont 

prCsentts aux m$mes instants pour tous les cas trait& 
ici, soit d 6,94 h, 12,16 h, 1,09 jour et 2,lO jours. A 
chacun de ces instants on donne 1’Ctat du champ 
thermique (sauf dans le premier cas), du champ de 
vorticitt ainsi-que du champ de fonction de courant. 
Les resultats sont prCsentCs sous forme de lignes de 
niveau, rtgulierement r&parties entre deux valeurs 
(voisines des valeurs extremales du champ) qui sont 
pricides sur chacune des figures. 

4.3.1. Cas isotherme. Pour I’ttude du stockage 
isotherme on considtre successivement les rtsultats 
obtenus avec Ra = 0, Re, = 300 (Fig. 4) et Ra = 0, 
ReE = 600 (Fig. 5). Ces deux cas prtsentent sensible- 
ment la mCme Cvolution mais sur des t+chelles de temps 
diffkrentes. Ainsi la zone de recirculation apparait-elle 
plus t6t pour Re, = 600 (t = 3,47 h) que pour Re, = 
300 (t = 9,55 h). En revanche l’itat permanent est plus 
lent I s’ttablir dans le premier cas (t = 1,23 jour) que 
dans le second (t = 1,09 jour). On remarque tgalement 
que, plus le nombre de Reynolds est Blevt, et plus le 
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FK;. 3. Courbes de convergence pour le cas Ra = 0, Re, = 600. 

point de recollement est Cloigne de la paroi de gauche. 
Ceci est tout a fait en accord avec les resultats des 
travaux consacres a l’etude de la marche [29]. 

L’etude des lignes d’isovorticite, ou lignes isodines, 
fournit quelques renseignements complementaires sur 
la structure fine de l’ecoulement et sur les mecanismes 
qui y optrent. En effet, la vorticite &ant produite dans 
les zones a fort gradient transversal de vitesse, de type 
couche Iimite, sa valeur nous renseigne sur la localisa- 
tion, la morphologie et l’importance de celles-ci. 
Toutefois, faute de relation precise entre la definition 
dune couche limite et le profil de vorticitt dans cette 
region, les renseignements obtenus restent entachts 
dun certain flou et presentent surtout un inter&t 
qualitatif. 

A partir de l’observation des zones a vorticite Clevee, 
on peut distinguer trois types de couches limites: les 
couches limites par&ales (indicies a sur les figures) 
presentes dans l’ecoulement principal, celles (indicies 
b) se developpant dans les zones de recirculation et 
celle (indicee c), dite ‘couche limite dejet’, formee dans 
la zone de melange s’etendant de part et d’autre de la 
ligne de jet. 

Contrairement au cas Re,. = 300, on remarque pour 
Re, = 6OO(Fig. 5) la presence d’une ligne isodine 
fermee au voisinage de la sortie. Ceci laisserait a penser 
que l’ecoulement est plus instable dans cette zone. 
Cependant, il s’agit plutot d’une instabilite numirique 
localisee, due au fait que l’extraction est effectuee sur 
une settle maille, ce qui revient a imposer un profil de 
vitesse uniforme, condition qui n’est pas physique. Seul 
le recours li un maillage plus fin permettrait de pallier 
cette difficulti. 

43.2. Cas non isotherme. L’evolution de I’ecoule- 
ment dans le cas du stockage non isotherme est 
semblable pour Ra = 0,3.1 06, Re, = 300 (Fig. 6) et Ra 

= 0,3.106, Re,: = 600 (Fig. 7) bien que se deroulant sur 
des tchelles de temps differentes et peut se decomposer 
en trois phases. 

(a) Dans la premiere phase, tres breve et non 
representie sur les figures, le fluide s’ecoule sans 
recirculation ; la contamination par la chaleur reste 
localisee au voisinage de i’entrie du jet dans la cavite. 
Cette situation prend fin avec l’apparition d’une 
tendance & la recirculation qui se manifeste plus tBt 

Tableau. 1. Pas de temps optimaux (valeurs reduites) 
--- 

Ra=O Ra=0,3.106 
--~ ___-__.._-_~ 

0,1.W4 de 0 B 8,68 h O,5.1O-5 de 0 A X,68 h 
Re,= 300 0,5.10-4 de 8,68 h B 1,09 jour 0,1.10w-4 de 8,68 h B 1,09 jour 

0,5.10 -’ de 1,09 a 24,24 jours 

Re,=600 0,1.10-4 de 0 B 8,68h O,l.tO-” de 0 it 2, 1 jour 
0,5.10-“ de 8,68 h a 1,23 jour 
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b 

A a 
b 

tz6.94 h 12.16h 1.09 jour 

FIN;. 4. Cas isotherme. Re,. = 300.(A) Isodines, -360 < R < 400 (B) Lignes de courant, -0,s < (/, < 44,tj. 

pour le cas Re, = 600 (t = 1,7 h) que pour Re,, = 300 
(t = 3,7 h). 

(b) La seconde phase est caracterisee par I’ttirement 

de la zone chaude le long de la paroi superieure; 
l’ecoulement lui-meme reste Cgalement canalise dans 
cette zone ou le pincement des lignes de courant 
traduit I’existence de vitesses horizontales impor- 

tanks. Ce phenomene de persistance du jet, souvent 
identifie par le terme ‘influence amont’, est caracterist- 

ique des tcoulement statifies lents. Correlativement, la 

localisation de I’ecoulement principal permet a la zone 
de recirculation de se developper, dans la partie 
inferieure gauche de la cavite, jusqu’a occuper 89% 

(Re, = 600) a 93% (Re,. = 300) de la longueur du reser- 
voir. L’observation du champ de vorticite complete 
la description en montrant que la zone a vorticite Clevee, 
attachee a la couche de melange Cvolue conjointement 
avec I’avancee du front thermique jusqu’a occuper les 
trois quarts de la longueur du bassin. Cette zone se 
morcelle par endroits, vraisemblablement sous l’action 
d’importants gradients de vitesse auxquels elle est 
soumise. Dans le cas Re,, = 600, on remarque que la 
deformation des lignes isodines est modulee par la 
presence de bouffees chaudes qui apparaissent pres de 
I’entree et sont ensuite transportees par koulement 
avant de disparaitre (a r = 13 h). 

(c) La troisieme phase correspond au passage du 

regime dl‘influence amont’ vers le regime permanent. 
Des que le front chaud atteint la paroi de droite, les 

lignes isothermes s’epanouissent en forme d’eventail 
sous I’influence du blocage provoque par cette paroi, a 
la fois sur la chaleur (adiabaticite) et sur l’ecoulement. 

Cet effet, s’opposant a la stratification thermique, 
entraine la disparition de la recirculation, a t = 1,09 

jour pour Re,, = 600et a t = 1,38 jour pour Re, = 300. 
Cette resorption rapide donne lieu a un repliement 

caracttristique (Fig. 6) des lignes de courant, 
accompagne, pour le seul cas Re,, = 600, de la breve 
apparition d’un courant de retour le long de la paroi 

droite. Le champ thermique continue ensuite a s’ho- 
mogeneiser par contamination presque unidirection- 

nelle de la zone inferieure du reservoir. Ainsi voit-on 
reapparaitre, au bout de 24,2 jours pour Re, = 300 (la 

temperature etant alors quasi uniforme) et un peu au 
dela de 2,l jours pour Re,, = 600, la recirculation 
observee dans le cas isotherme. 

4.3.3. Comparaison des rdgimes dynamiques transi- 
toires. A I’exception des tpoques extremes, le cas non 

isotherme presente une morphologie et un evolution 
tres differentes de celies observees pour le cas iso- 
therme. Ceci est d’autant plus a souligner que le nombre 

de Rayleigh etudie n’est pas trb eleve. 
On retrouve, en regime non isotherme, la phase 

d’evolution sans recirculation mais sa duke, tres 
raccourcie+lle est divisee par 2 dans le cas Re,: = 600 
et par 2,5 dans le cas Re, = 30Ws.t devenue 
negligeable devant la duke du regime transitoire. En 
effet, l’etat dynamique permanent, independant du 

nombre de Rayleigh vue l’adiabaticite des parois, est 
atteint plus tard quand le jet est chaud ; dans le cas Re,. 
= 600 on est passe de 1,2 jour (en isotherme) a 3,2jours 
environ et dans le cas Re,, = 300 de 1,l a 24,9 jours 
environ. Cet allongement de durte a pour origine le 

a 

t=6.94h 12.16h 1.09 jour 

FIG. 5. Cas isotherme. Re, = 600. (A) Isodines, -900 < R Q 1000(B) L&es de courant, -5 < $I < 89. 
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a 

b 

6 
a 

b a 

-. -- 

tz6.94h 

t z1.09 jour 

12.16h 

2.10 jours 

FIG. 6. Gas non isotherme. Re, = 300, Ra = 3.105 (A) Isothermes, 0 < T < 1 (B) Iscdines, - 1000 < R < 
5000 (C) Lignes de courant, -20 < 1(1 < 47. 

diveloppement des deux phases intermtdiaires pro- 
pres au cas non isotherme d&rites au paragraphe 
preddent et qui, dans leur ensemble, occupent 63 (Re, 
= 600) i 96% (Re, = 300) des dukes totales 
d’ttablissement. On constate que le couplage thermo- 
hydraulique, essentiellement localise sur ces deux 
phases, a un role differencie selon la valeur du nombre 
de Reynolds. Cet effet s’explique en comparant les 
valeurs du rapport Ra/Reg qui de 0,83 pour le cas Re, 
= 600 passe a 3,33 quand Re, = 300. Dans le premier 
cas cite les forces d’inertie l’emportent sur les autres 
types d’efforts tandis que dans le second les forces 

d’Archimede sont dominantes et leur persistance al- 
longe la troisieme phase du regime non isotherme 
correspondant ; cette derniere occupe alors 93% de la 
duke d’ttablissement quand ReE = 300 (pour 42% 
quand Re, = 600). 

On a observe que la fin du regime transitoire non 
isotherme s’effectue sans reel couplage. En effet, dune 
part l’uniformite du champ thermique est quasiment 
atteinte quand commence a se reformer la recircula- 
tion du coin inferieur gauche de la cavite et, d’autre 
part I’evolution ulttrieure vers le regime permanent se 
fait sur des dukes comparables a celles du regime 
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a 

a 

b 

t = 6.94 h 12.16h 

a 

t = 1.09 jour 2.10 jours 

FIG 7. Cas non isotherme. Re,=600, Ra=3.105 (A) Isothermes, O< T< 1 (B) fsodines, - lO@Xf% 
5000 (C) Lignes de courant, -Sd$< 100. 

isotherme. On ne peut cependant pas dkduire des 
observations prCddentes que le nombre de Rayleigh 
n’a qu’une action iphkmkre sur la dynamique de 
I’&oulement. On sait qu’il joue un rGle actif sur la 
stabilitk (done SW le nombre de Reynolds critique): 
des tests effect&es B Re, = 1200 ont montrk qu’il y a 
convergence des calculs pour Ra = 0 (cf. Section 1) ce 
qui n’est plus le cas pour Ra = 0,3.106. Ce paramttre 
est done capable, par cette action sur la stabilitl, de 
modifier fondamentalement la structure de 
I’ckoulement. 

5. CONCLUSION 

L’ktat actuel des techniques mathkmatiques ne 
permet pas une analyse ditailke des erreurs numtr- 
iques et de leurs interactions aussi e&l diffkiie, dans la 
plupart des cas, de distinguer fes instabilitis physiques 
des instabilitts numkriques et de garantir la prkcision 
des rksultats. L’approche numkrique reste alors limit& 
I Etude des rkgimes assez stables. Le jet &ant un 
Ccoulement parti~uli~rement instable, les calculs n’ont 
pu e^tre men& au-deli de RE = 600, valeur bien en deqa 
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de celles que Ton recontre habituellement darts les 
applications t~hnologiques. 

La principale conclusion qui se dtgage de cette 
etude est que le coupiage entre le champ thermique et 

le champ dynamique joue un role determinant quant a 
la structure et a I’evolution de l’ecoulement. Ainsi, 
pour un mtme nombre de Reynolds obtient-on des 
morphologies et des Ccheiles de temps tres differentes 
suivant que le regime est isotherme ou non et ceci pour 
un faible nombre de Rayleigh (3.10’). Tant que 

f’ecoulement reste stable, l’effet de ce nombre est 
ephemere en ce sens qu’il modifie I’tvolution dynam- 

ique sur des periodes limitees de dukes inferieures a la 
duke totale d’etablissement du regime permanent. 

Les modifications transitoires qu’il induit sont ce- 
pendant remarquabies 

(a) il provoque un raccourcissement de la phase 
initiale sans recirculation ; 

(b) il induit un regime d’ ‘influence amont’ caracter- 
ise par une forte stratification thermique dans la zone 
superieure du rkservoir et le d~velop~ment tempor- 
aire dune grosse recirculation dans la zone inferieure; 

(c) il donne enfin naissance a une troisieme phase 
intermediaire au tours de laquelle le couplage thermo- 
hydraulique, fortement dependant du rapport Ra.iRe’, 

va en s’estompant. 
Sch~matiquement tout se passe comme si, a nombre 

de Reynolds Cgal, l’augmentation de duke des regimes 
non isothermes transitoires par rapport aux cas iso- 
thermes etait due a I’adjonction de deux phases 
intermediaires resultant du couplage thermo- 
hydraulique. 
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ANNEXE 

Resolution des equations paraboliques par la mtthode des 
directions altertrees 

A chaque pas de temps le calcul d’effectue en deux etapes 
successives : 

P. J. Roache, Computational Fluid Mechanics. Hermosa, (1) de n a n + l/2 il faut resoudre (j,,, - 2) de i, equations a 

Alburquerque (1972). (i,%, -2) inconnues de la forme 

D. W. Peaceman and M. M. Rachford, The numerical 
solution of parabolic and elliptic differential equations, J. 
Sot. Itld. Appl. Math. 3B, 28-41 (1955). F &ant une variable muette qui remplace T dans l’equation 
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de la chaleur et R dans l%quation de la vorticitt. et 
(2) de n + 112 g n + 1 il faut rtsoudre (i, - 2) systkmes de 

.ju tquations g (jM - 2) inconnues de la forme 

AnI-;;:‘: + By I-;,,’ + C;l-;,;I, = D;+’ .J _ 

A; = o;~ 6 $ _ 1 

, 

avec les coefficients B; =2aA;-2 

en prenan t 

6=1 et ; = 0 quand r = T 

6 = k et ;‘= 1 quand I- = R. 

NUMERICAL STUDY OF THE THERMOHYDRAULIC TRANSIENT REGIME OF A 
TWO-DIMENSIONAL JET INJECTED INTO A RECTANGULAR CAVITY 

Abstract-A two-dimensional numerical procedure is used to simulate the time dependent laminar flow in a 
rectangular cavity. Warm fluid is horizontally injected into the upper part and extracted out of the lower one. 
The flow evolution is followed from the starting time, where the fluid is at rest, until steady state is reached. 
The parabolic equations governing energy and vorticity are solved using A.D.I. method, while the elliptic 
equation giving the stream-function, is computed by overrelaxation. Although the characteristic Ray&h 
number is small, the time evolution of the dynamical field is very different from that observed in the 

isothermal case as shown by a comparison between the two cases. 

NUMERISCHE UNTERSUCHUNG DES THERMOHYDRAULISCHEN 
UBERGANGSGEBIETS EINES ZWEIDIMENSIONALEN STRAHLS, 
DER IN EINEN RECHTECKIGEN HOHLRAUM INJIZIERT WIRD 

Zusammenfassung-Zur Simulation der zeitabhlngigen Laminarstramung in einem quaderfcrmigen 
Hohlraum wird ein zweidimensionales numerisches Verfahren verwendet. Ein warmes Fluid wird horizontal 
in den oberen Tell mJlzlert und aus dem unteren Teil wieder abgefiihrt. Vom Startzeitpunkt, wenn das Fluid 
noch in Ruhe ist, wird die Entwicklung der Strbmung verfolgt, bis wieder ein stationirer Zustand erreicht ist. 
Die parabolischen Energie- und Wirbeltransportgleichungen werden mit Hilfe der Methode der alternieren- 
den Richtungen gel&t, wlhrend die elliptische Stromfunktionsgleichung mittels uberrelaxation berechnet 
wird. Obwohl die charakteristische Rayleigl--Zahl klein ist, unterscheidet sich die zeitliche Entwicklung des 
dynamischen Feldes sehr stark von dem, was im isothermen Fall beobachtet wurde. Dies wird durch einen 

Vergleich der beiden FLlle gezeigt. 

‘4ACIIEHHOE MCCJIEfiOBAHME TEPMOrMflPABnM’4ECKOrO HEYCTAHOBMBUIEI-OC5I 
PEXMMA TEqEHMR ABYMEPHOI? CTPYM. MHXEKTMPYEMOti B flP5?MOYTOflbHYIO 

flOJIOCTb 

AHHo’rauWn - flByMepHblMWiCneHHbIM MeTOflOM MOnenWpyeTCR HeCTaUtiOHapHOenaMHHapHOe TeveHAe 

B np9MOyrOnbHOk nOnOCTII. HarpeTaa c-rpya UOflaeTCSl rOpPf30HTaJIbHO B BCpXHWO 'IaCTb nOnOCTH H 

BblTeKaeT H3 ee HWKHeti 'IPCTA. KapTHHa TCWHHII npOCJleWiBaeTCsl OT HaqanbHOrO MOMeHTa. KOmL(a 

XWLlKOCTb HBXOLIHTCR BCOCTOIIHHH nOKOII,~OROCTH~eHH~eH)CTaUHOHapHO~OCOCTOIIH1(II.C nOMOU,b,O 

HeRBHoro MeToaa nepeMeHHbIx HanpasneHG pemam-rcn napa60nmecKkie ypastlerren, onpenenmoqee 

nepeisoc 3Heprae w 3aekixpeHHocTe. a 3nnmTwiecKwe ypasHeHm nnn @y~rcuas ToKa peurato-rca 

MeTOnOMCBepX~naKCaUkllt.CpaBHeHHeCH3OTCpMWIeCKAM CJlyqaeM 06HapyNiBaeT CWlbHOe pa3nrtWie 

B pacnpenenemu cKopocTeA. HecMoTpn Ha He60.lbmoe xapaKTepmTHrecKoe 3HageHkie wcna Penes. 


